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Donner un exemple d’oscillations non-linéairegjé&finir la notion de non-linéarité.

On considére un pendule de massguspendu a une tige de longukur

a. Donner l'expression de I'énergie potentieNé et de I'énergie cinétiqud.
Représenter I'énergie potentielle en fonction dadle@

b. Donner l'expression de la fonction de Lagrange mtdéduire I'équation de
mouvement.

c. Tracer dans l'espace de phases ) les trajectoires qui correspondent aux
conditions initiales suivantes :

i. 9(0)=0, ¢(0)=3Jg/l,
ii. ¢0)=12, ¢ (0)=0.
L’équation de mouvement d’un oscillateur harmonifpreé et amorti est donné par :
5<+2/7a)0>'(+a)§x=m
dans laquell&(t) est une fonction oscillatoire dergulsat'mn

a. En variantw, on observe une amplitude maximale pour une frécp®es= 0,85
wo. Déterminer le terme d’amortissement, et donnemassur numeérique ainsi que
sa dimension physique.

b. De quel type d’amortissement s’agit-il ? En consadéF = 0, ainsi que les
conditions initialex(t = 0) = Xp et x(t =0) =0, tracer sa trajectoire dans I'espace
des phases.

On considere le systeme de la figure ci-contresttu@ d’'une mass®l qui se déplace
horizontalement et sans frottement, d’'un cylindsenbgene de rayoR, de méme masdé

et dont I'axe de rotatio® est fixe (le moment d’inertie autour de I'a®eest J= %MRZ).

Les deux masses sont liees par des ressorts dmuréid A I'équilibre, la massév se
trouve a la position g et le point fixationA du ressortk = 4k se trouve selon la verticale
de I'axe du cylindréD. La distancéDA vautR / 2 Une forceF est —en outre- appliquée a la
masseM. On noter&, le déplacement de cette masse hors de sa podiéquilibre, etd la
rotation du cylindre par rapport a sa position diére.

a. Quel est la dimensionalité du probleme ?

b. Exprimer les énergies cinétique et potentiellesiague le Lagrangien du systéme

en fonction def et deé.



Ecrire les équations de Lagrange, et en déduirédaations du mouvement de la
masseM et du cylindre.

. On pose pour tout ce qui sui = [k / I\/I]llz. En supposant d’abord gie= 0,
guelles sont les pulsations propugset o’ du systeme ? Quel est le rapport des
amplitudes du mouvement des deux masses pour Isegipusa et @’ ?

. On suppose maintenant que la force S'éE(l) = Fo exp (2 t), et que les
solutions sont —de fait- de la fornde= & exp (i2t) et 8= & exp (2t) en régime
permanent. Calculer les amplitudgset & en fonction de la pulsation excitatrice
Q.

Tracer schématiquemen | et |& F en fonction de la pulsation excitatric2
Interpréter en particulier les ca@= o et Q =a&’. Pour quelle fréquence
excitatrice la masse M reste immobile ? Expliquer.
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Soultion/Bareme

F

a)
4
. dissipatif :
/\ conservatif : //% (x=0.v=0) est
\/ > gzurggsiin% Irrisépacle , attracteur : toutes les
P [1] trajectoires tendent vers
0,00 [
b) oscillations non-linéaires : solution osd¢diae, mais pas sinusidoial,
pas de principe de superposition [1]
ex : oscillateur de van der Pol, pendule pourgieades amplitudes, etc... [1]
1 .,
a) T= > mx“  [0.5],
V= % kx® + mgxcos@ [0.5]
mX + kx + mgcosé =0 [0.5]
1 1 1 1
by T :Emle +§mzxzz +§m3X§ +§m4x§ [0.5]
1 1 1 1
V= E K(x, = X1)2 + E K(x, = X1)2 + E k(x, = X2)2 + E k(x, = X3)2 (1]
équations de Lagranged—: a—L |9t =0, i=1-3
dt| ox 0X;
mX, + 2kx, —kx, —kx, =0
m,X, + 2kx, —kx, —kx, =0 (1]
m,X; +kx; —kx, =0
m,X, +3kx, —kx, —kx, —kx, =0
F 1
a) % =2 = —— []
M| J(«f - @) +4r°afer

d 2
maximum pour M =000 -n= wg_zw <1[1]
dw | 2w



b) amortissement sous-critique

t=0 [0.5]
t — 0
[0.5]
21, 1M, 1, iy : _
V. a) T= > MX; +§ 3% +§J9 condition de roulement sans glissement :

x,=RO %, =RO
moment d'inertie J :%mR2

T =M +%(ij§ 1]

2
V:gkxl2 +%k(x2—x1)2 [1]
b)
%(g—;j—(g—;jzoa M, +4kx, = F +kx, — >‘<1+4a)§x1=5+a)§x2
%(S—Zj—[:—;jzo - %)’(2+kx2 =kx, - X, + 205X, = 24X,

[1]

c) fréquences propres : F=0,
4f - - [X1j=0
- 26()5 20)3 - 0)2 X2

2 2 _
de(A'w0 w szcfngJ=0_>w'=wo 3++/3, W'=w3++3 [1]
0

-2}

. [4af - af (B+43) -ah [lez - (1-43
pour w ( o0 207 —w§(3+\/§)J X, 0- X,=@-+/3)X, sens
opp. [0.5]
o [4af — e (3—+/3) - (le_ _
pour w ( ~ 207 ) O—w§(3—\/§)j X, =0 - Xz—(1+\/§)X1

méme sens [0.5]



d)

i. (4a)§—Qz)Xl—a)§X2=5
i. R -QH)X,-afX, =0

_ 2
Xlzng)’dansn

avecfii)ona:
0
2
(a2 - 02)(2a2 - 0%) -k ]x, =T
_FK wh

Xy =T 2 2 2 2 2]

M |(4af - Q%)(2af - Q?) - o]

F (2w) - Q%)

=W [aak Q) 2k - ) -]

YL

pourQ=a et Q=w’
pour 2=2a», on alX; [

externe [1]

W 2ay o

[2]

A
X2 |2‘

/ \\/ \ :
| | | >
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. X1 P et|X2 F tendent vers l'infini résonance [1]
=0 : antirésonance la force exercé pan contrebalance la force



