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I.a) Characteriser la dynamique de systemes ceatifsret dissipatifs a I'aide de leur trajectadi@ns
I'espace de phases.

b) Donner un exemple d’oscillations non-linésie¢ définir la notion de non-linéarite.

Il. Etablir les équations de mouvement pour les destesyes suivants (Figures ll(a) et li(b)). Dans les
deux cas, les masses se déplacent sans frottement.

Figure ll(a) Figure ll(b)
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Ill. a) L’équation de mouvement d’un oscillateurmanique forcé amorti est donné par :

X+ 2NwX + Wi x = FO
m

ou F(t) est une fonction oscillatoire de fréquelacdEn fonction den, on observe une amplitude
maximale pour une fréqueneg.=0.7 wo. Déterminer le terme d’amortissement.

b) De quel type d’amortissement s’agit-#r? considérarnf=0, et les conditions initialeg(t=0)=xo
et x(t =0), tracer sa trajectoire dans I'espace de phases.
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d)

On consideére le systeme de la Figure IV, adunstd’'une massM se déplacant horizontalement sans
frottement et d’'un cylindre homogéne de rajeat de masss=M/3 roulant sans glisser (le moment
d’inertie autour de son ax@ estJ=1/2m R?), liés par des ressorts de raideute déplacement de la
masseM et le déplacement horizontal de I'a®alu cylindre par rapport a leurs positions d’édpdi
respectives sont donnés pametx,. La forceF est appliquée a la madge

Exprimer les énergies cinétique et potentiell@dtdgrangien du systéme.

Ecrire les équations de Lagrange et en déduirégeations de mouvement lieetm.

On pose dans tout ce qui su'ctb=[k/M]1/2. En supposant d’abord q&e0, quelles sont les pulsations
propresa et o’ du systéme ? Quel est le rapport des amplitutlesrouvement des deux masses pour
ces pulsationg et aw’ ?

Dans la suite, on suppose que la force s'€ctio exp(i 2t), avec des solutions de la forme
x1=X1 exp(i21t) etx;=X, exp(i2t) dans le régime permanent. Calculer les amplitdde=t X, en
fonction de la pulsation excitatria2

Tracer schématiquemept; [ et|X, | en fonction de la pulsation excitatri€®. En particulier,
interpreter les ca@=a, Q=w’ et Q=2an.
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oscillations non-linéaires : solution osddiae, mais pas sinusidoial,
pas de principe de superposition [1]

. dissipatil:
\ conservatif: (x=0,v=0) est
_/ > gourge danfs | es,paie attracteur : toutes les
e phases ferme  [1] trajectoires tendent vers
©.0) [1]

ex : oscillateur de van der Pol, pendule pourgtasdes amplitudes, etc... [1]

T = % me  [0.5],

= % kx* + mgxcosd [0.5]

mMX + kx+ mgcosd =0 [0.5]

1 1 1 1
T= Ernlxlz +§sz§ +§msX§ +§m4xf [0.5]

1 1 1 1
V= Ek(xz - X1)2 +Ek(X4 - X1)2 +Ek(X4 - X2)2 +§k(X4 - X3)2 [1]
équations de Lagranged—: i [ %L =0, i=1-3

dt\ ox 0X;

m X, +2kx, —kx, —kx, =0
m,X, + 2kx, —kx —kx, =0

myX, + kx, —kx, =0
m,X, +3kx, —kx, —kx, —kx; =0

[1]

ol =2 - ]
m \/(wg -’) + AP o
: dlxo| _ _ |-
maX|mumpour.d—w—ODDHr/— 207 <1[1]

t - o0
[0.5]
amortissement sous-critique

t=0 [0.5]
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a) T= % Mx? +§(?j X5 +%J92 condition de roulement sans glissemext= R8 x, = R

moment d’inertie J :%mRz
1., 1/M).,
T=2ME+>| 2 1
L 1M
3 1
V:§k><12+§k(xz‘xl)2 [1]

b)
d( dL oL . . F
— | — |- =— =05 MX, +4kx, = F +kx, —» X, +4a’X, =— + afX
dt[a)'(lj [axlj 1 X % 1 0% T\ 02 [1]
d{ oL oL M . .,
—|— |- =—1=0 5 — %X, +kx, =kx — X +2w’X, = 2w’x
dt[axzj [axzj 2 2 X2 Xl 1 02 02

c) fréquences propres : F=0,
4o - —af ) X)_ 0
-20; 20 -\ X,

Af - - ) _ o -
de( _ng zwg—afj‘O*w“"O 3+\/§, w_wo,/3+@ [1]

pour w’ : 4c] - (3+/3) ~- (Xl
' - 207 207 - & (3++/3) \ X

40 ~ @ (3-+/3) - o} (xl
- 2a¢ 208, ~ @} (3-3) A\ X

2

pour w’ : [

2

. F
d) i (A -Q*)X, - X, ="

i. R -QH)X,-afX, =0
_ (205 -Q%)

avec ) ona:X, =————=, dansi(

|(4ag - 0220 - %) - af]X, =
s “ - 2]
M (e - Q%) (26 - Q) - af
Fy (2a% - Q7) .
M |(4af - Q%)(2a% - Q%) - ol

Foc
M

X, =

Xy

j =0- X,= (1—\/\73)Xl sens opp. [0.5]

j= 0- X,=(+ \/\7’>)Xl méme sens [0.5]
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pour2=a etQ=ai : |X; F et|X | tendent vers I'infini résonance [1]

pour 2=2a», on a|X; [> =0 : antirésonance ia force exercé pan contrebalance la force externe [1]



