Questions de cours
e Opérateur projection P; = |u><ui].
e Termes diagonaux Aj = <ui| A |up>.
e Equation de Schrodinger dépendante du temps : H#(x, 1) = ih d Hx, t)/dt ; résolution :
Hx, 1) = ¢(x) exp(-iEt/h).
¢ Elément de volume en coordonnées sphériques : dV = r*dr sin(6)d@d¢.

o H=d'a+%.

Exercice : calculs généraux
1.
|1} = aley) + iblva) |pa) = alv} — iblug)

On peut calculer les normes :

1617 = (B1]on)
= (a*{vy] — " {a]){av1) + iblva))
= af?|lor ][> + 0 — 0+ [b*[[va]
= |af||oi|[? + [b]*||v2]?

et

leal[? = (dolda)
= (a"(v1| + " (va|){alv1) — iblv2))
= lal*[|vs][® — 0+ 0 + [b*||va]|*
= a*lloa] [ + 16?02 [*
= el

o on utilise le fait que |v;) et |uz) sont des vecteurs non-normés et orthegonaux, c'est-a-dire que
(v1]v1) = ([0, (valva) = [[vall? et {vilve) = (valvr) = 0.
Le produit scalaire vaut :

{¢1]@2) (a™{v1| — ib™ (va])(a|v1}) — iblva))
= lal?[le1]]* =0 — 0 — [b*] vl

lal*[[e1] 2 — [b[[|va]

Et les vecteurs normalisés deviennent done :

B1) = —e 1) - 1)
1= — |91} = - D1
rony " el + B2l

~ 1 1
[p2) = ————=|¢b2)

= » |2}
(2] d2) Viall[ey]|? + [b[2]]vz] 2



2.

Un opérateur est hermitien si AT = A.

0 0 1
0 -2 0
Bf=|{20 0 0)=58
0 0 0
1 -1 1
Ct=|-i —i —i|£C
1 1 1

Donc A et B sont hermitiens, mais pas .

3.

D’aprés léquation de U'exercice 1.d), on a

[A,[B, O+ [B,[C, A + [C.[A, B]] = .
Alors, si [A,B] = [B,C
que [C,A] =0
4,01,

D’un autre cédté, on sait que si deux opérateurs commutent, ils ont les mémes vecteurs propres.
Ainsi, puisque [A, B] = 0, A et B ont les mémes vecteurs propres. De méme, puisque [B, (] = 0, B
et ¢ ont les mémes vecteurs propres. On est done tenté de dire que Aet € ont également les mémes
vecteurs propres. Ceci est vrai sauf si ces opérateurs ont des valeurs propres dégénérées. Dans ce
dernier cas, rien ne permet de conclure que Aet C commutent, car en cas de dégénérescence la base
de vecteurs propres d'un opérateur n’est pas unicque et par conséquent, le raisonnement ci-dessus ne
s'applique pas. Un exemple de cette situation serait de prendre les treis opérateurs {LQ, Ly, Ly}. En
effet, [L£2,1;] = [E2, L] =0, mais [L;, Ly] # 0.

| = 0, on obtient [B,[C, A]] = 0. Toutefois, rien ne nous permet de conclure
< [4,C] = 0. Ce qu'on sait, a partir de 1a, c’est que U'opérateur B commute avec

Exercice : moments cinétiques
1.
On sc rappelle que les relations de commutations des moments cinétiques sont les suivantes :

(Lo, Ly] = iRL, [Ly, L] = iAL, L., Ls] = ihL,

(Clalculons maintenant le produit vectoriel de L avec lui-méme. Notez bien que puisque les vecteurs
ne commutent pas, il faut respecter Uordre dang la multiplication. Ainsi, quand vous calculer le
déterminant des sous-matrices, il faut toujours multiplier d’abord 1'élément de la deuxiéme ligne et
ensuite celui de la troisiéme ligne :

i ki
bk = L, Ly L
L, L, L

= YLyL, — L,Ly) — j(LoL, — L,Lg) + k(Lo Ly — LyL,)
= i[Ly,L;) = j[Le, L] + k[La, L]

— §ihL, — j(—ihLy) + kihL,

= ihL



Pour calculer le commutateur [S2, S,], pour i = z, y, 2, on se souvient que S? = §2 4 55 + 8% De
plus, puisque le spin est un moment cinétique, on peut utiliser les commutateurs calculés a la section
précedente. Commencons par caleuler [S2, 8,] :

[5%,8:] = [S2+52+52,8]
= [SE: S;LJ = [Sg* S_«‘.J T [Sga SJ]
= SI [S;L‘! S.’]T] + [S:{‘a S;L‘}SQI‘ + Sy [Sy: S.‘.'J} + [Sya S[]Sy + Sz [Sz-, S:J:] + [521 S:J:]Sz
= 0+0+ S, (—ihS,) + (—ihS,)Sy + S, (ihSy) + (ihSy) S,
0

Par symétrie, on trouve également que [S%,5,] = 0 et [52,5,] = 0. Cela signifie donc que 52
commute avec chacune des composante de S et donc avec S lui-méme.



