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OSCILLATEUR HARMONIQUE

On considére un oscillateur harmonique a une dimensle massen, de pulsationw, de

hamiltonienH et d’états stationnairefp,) tels que H|g,)=(n+Y2)rcdg,). On définit
'opérateurUJ(k) tel queU (k) = exr(ikx ) avec k réel et X 'opérateur position.
1. L’opérateurU(k) est-il unitaire ? Montrer que ses éléments deiosawérifient la relation

A (K| )|

=1 quel que soih.

2. ExprimerU(k) en fonction des opérateurs annihilateat créatioma” définis a partir des
observables réduites X', P’ telles que=1/+/2(X'+iP)et a* =1/J2(X'-iP"), avec le
commutateuv{a,a*]=1. On rappelle queX'=\maw/in X et P'=]/\/mha) P.

Mettre U(k) sous forme d’un produit d’'opérateurs exponengalaitilisant la relation dite
de Glauber, valable pour deux opérateurs A et BEgmimutent avec leur commutateur:

exp(A) exp(B) = exp( A+ B) exp1/2[ A, B]).

3. Etablir les expressionsexpAa)g,)=|g,) et <¢n|exd/la+)¢0>:/‘—n avec A un

Nk

R . X"
parametre complexe quelconque. On rappelle Ialcualaaiaxp(x):Z—I et celle de
~ nl

récurrencea’|@, ) =Vn+1g,..).

4. En déduire I'expression, en fonction d§ =#°k?/2m et E, =hw, de I'élément de
matrice (¢,|U (k)|#,). Que se produit-il lorsquk tend vers zéro ? Pouvait-on prévoir
directement ce résultat ?

ATOME D'HYDROGENE PLACE DANS UN CHAMP MAGNETIQUE

Les fonctions propres du hamiltonieth, = I52/2m+V(r) pour un atome d’hydrogéne non-

perturbé sont en coordonnées sphériq¥es, (r,6,¢) =R, (r)Y,"(6,¢ P).représente le
vecteur impulsionm la masse de I'électron ®A(r) I'énergie potentielle électrostatique. Les
valeurs propres associées a ces fonctions propneésisnnées pag? = -E, / n®, avecE, =
13,6 eV.



On place cet atome d’hydrogéne dans un champ niggeéiniformeB , paralléle & I'axéz
et de faible intensité. L’électron qui gravite awtalu proton se trouve alors placé dans un

potentiel scalaireV (r) = —e?/47&,r ainsi_quedans un potentiel vecteuA=1/2B0F. La

présence de ce dernier fait qReest remplacé paili = P-eA dans le hamiltonien. Dans tout
le probleme, on néglige le spin de I'électron.

1. Ecrire le hamiltonierH du systéme en supposaBtde suffisamment faible intensité pour
pouvoir négliger les termes quadratiques devantedeses erB. On rappelle la relation

vectorielle a.(b 0¢) =b.(¢ 0a ).On admettra qu® et A commutent.

2. Que représente le termey, /A L.B ? On rappelle quon définit le magnéton de Bohr
paru, =eh/2m.

3. Montrer que les¥, ., sont fonctions propres d¢

4. Calculer les valeurs propres correspondaies en fonction deE!” et dew= -y, B/A,
pulsation de Larmor.

5. On considére I'état fondamentd¥, ), ainsi que les trois sous-niveaji,,, ) du premier
état excité. On posereQ = EY —E et on prendra désormais l'origine des énergies en
ES. On suppose qut= 0 le systéme est dans I'état:
|@.(t =0)) = cosa | W) +sina |Wy,,).

Quel est I'état g, (t)) du systéme a l'instant?

6. Apres avoir exprimé les coordonnées cartésiemngset z en fonction de, 0 et ¢, les
réexprimer en fonction des harmoniques sphéritfig®, ¢ . )

Rappel: les valeurs des harmoniques utiles au problemd: sﬁﬁ(@,¢)::|/\/4ﬂ,

Y2 (8,4) =F+[3/8msin G expig) et Y,'(6,4) =[3/4mcosb. Elles sont liées entre elles
-de maniére générale- par les conditions de nosataédn et d’orthogonalité, soient
[V sing dédg =4, 3,,,,
sphere
7. En notant symboliquement¥,,.|ZW¥,,.,) 'ensemble des éléments de matrice de la

composante, calculer les trois éléments de matr{&8,,, |7 ¥,,,) avecm =0, +1 On ne
demande pas de calculda partie radiale des intégrales et on posera donc

X = [Roy(r) Ry (r)rdr.

Enfin, en admettant que les éléments de matiiég, [4¥,,,) sont tous nuls, évaluer les
valeurs moyennes de la composantéu moment dipolaireD =ef , soit <D>Z(t) dans
I'état |@,(t)), et ceci pour les trois valeurs e



