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OSCILLATEUR HARMONIQUE

Les deux parties du probléme sont totalement inu#gees.

On considere un oscillateur harmonique de massd de pulsatiomu A l'instantt = 0, I'état

de cet oscillateur est donné pgp(0))=>'C |¢,) ou les états|g,) sont les états
n

stationnaires d’énerglg, = (n +]/2)ha).

1. Décomposer I'étaf(t)) pour toutt postérieur a l'instant origine sur la base|des.

2. Quelle est la probabilitB pour qu’'une mesure de I'énergie de I'oscillateffectuée a un

instantt > 0 quelconque, donne un résulsaipérieura 2iia ? LorsqueP = 0, quels sont

les coefficientC,, non nuls ?

3. On suppose a partir de maintenant que s€ulst C; sont différents de zéro. Ecrire en

fonction deCy et C; la condition de normalisation qéJ(O)> ainsi que la valeur moyenne

(H) de I'énergie.

On suppose de pluH ) =fw ; calculer|CO|2 et|Cl|2.

4. Le vecteur d'état norméP(O)> n’étant défini qu’a un facteur de phase globakspon

fixe ce facteur de phase en pren@gtréel et positif. On pose l'autre coefficient égal

C, =|C/|exdi6,). Outre la valeur précédente de I'énergie moyéhie=fiw, on suppose

de plus quéx) :%1/%. Calculerd,.

Pour se faire, on explicitera d’ab¢Hi(0)), puis(X)=(W(0)|X|W(0)). On rappelle

. h . . L
I'expression de&X = 2—(a+a ) aveca et a’ les opérateurs d'annihilation et de

mao



création d'un quantum de vibration, ainsi que lesuxd relations de récurrence
alg,) =Vnlg,.) eta’|g,)=Vn+1g,,).
5. |w(0)) étant ainsi déterminé par la valeur gl écrire|W(t)) pourt > 0, et calculer la

valeur ded; a l'instantt, g,(t). En déduire la valeur moyenr(é(>(t) de la position a

I'instantt.

PARTIE B :
Dans cette partie, on utilisera le théoreme suivantleux opérateurs R et S commutent avec

leur commutateliR, S], alorsexpR)exp(S) = exp(R + S)exp(%[R, S]j :

1. Considérons l'opératelx(a) = exp(aa+ —a*a), avecda la valeur propre associée aux états
propres|a) de 'opérateur création a. Donngf(a). CalculerD*(a)D(a) et D(a)D*(a),

et conclure quant au caractere unitaire de I'opéré(a).

2. Montrer queD(a)|é,) = ex;{—br%/Z)a”I¢n> =|a).

L . . X"
Indication : on poser&=a a”etS=-a a. On rappelle —en outre- gerp(x) = Z—I
~ nl

3. Calculer le commutate{ﬂ, a+2Jen fonction dda, a*J et de & On rappelle quka, a+]:1.
Dans le but de généraliser ce calcul au commuthmﬁ“], on admettra le résultat

[a, a”‘] = n[a, a*Ja““‘” a l'ordre n ; le démontrer par récurrence a l'ondre 1.

On considere maintenant I’opératﬁ(a+)=ZCna+“. Montrer, a l'aide des résultats
n

précédemment établis, c{aeF (a+ )]: d2+ F(a*) :

Reprendre les calculs précédents, i.e. celui dunuainteutaﬂ a“J. On considere cette

fois-ci 'opérateuG(a) = z B,a" . Etablir que[a+ ,G(a)] = —%G(a).

Comparer [a,D(a)] a[a,F(a+)], et en déduire que*(e)aD(a)=a+a. Montrer

similairement qu®*(a)a’D(a)=a" +a’.



4. En utilisant tout ce qui précede, montrer an‘l(aXa>:O et retrouver par cette

méthode quiar) = D(a)d, ).

OPERATEUR D’EVOLUTION D’UN SPIN 1/2 (1H)

On considére un spivk, de moment magnétiqé = y'S, plongé dans un champ magnétique
Bo de composantBy = - awx/ y;By=- &}/ ), B, = - ap / y. Le terme d’interaction magnétique
vaut alors W= =M .B,. On posew = - ¥|B,|.

1. Montrer que l'opérateur d'évolution de ce spin &®cU (t,0) = exp-iMt) avec

= %[wxsx + a)ySy + a)ZSZ].

Calculer la matrice représentaM:%[wxax +w,0, +a)zaz] dans la bascﬂ +>|—>} des

01 0 —i 1 0
vecteurs propres d§,. On rappelle quer, =(l Oj’ g, :[_ Oj et o, =[O j
|

sont les trois matrices de Pauli.

2
Montrer enfin queM ? :1[0)2 +ar +a12]= “
4+ Y ‘ 2

2. Mettre I'opérateur d’évolution sous la forrrtdz(t,0)=00{%tj‘ﬂ'\/| 5”{%)' On
Wy

2n 2n+l

X o an X
) et sm(x)—zn:( 1) an+1)

rappelle les relation$oso<)=2(—1)” . Expliciter la

matriceU (t, 0) correspondante.
3. On considére un spin qui & linstant 0 est dans 'état¥(0)) = |+).

Montrer que la probabilit®.. (t) que I'on a de le trouver a I'instahtdans I’état| +> est

W+
donnée parP,, (t) =|(+U (t,0)|+>‘2, et établir la relationP,, (t) =1- Xw§ ! sinz(wzotj.

Interprétation géométrique.



